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3. DEPENDENCIA DE LOS DATOS

En lo que sigue estudiaremos en que modo la soluciéon depende de los datos del problema.
Los datos en cuestion son de dos tipos: los datos iniciales y los datos de la ecuacion. los
datos iniciales son t el instante en el que "iniciamos” el proceso, g el valor de la solucion
en el ”inicio”. Los datos de la ecuacién tienen que ver con la funcién f que define la
ecuacion. La funcion f podra depender de algunos parametros cuya alteracion afecte a la
solucién. También se puede estudiar el comportamiento de la solucién si introducimos un
cambio mas radical en la ecuacion.

Una herramienta clave para este estudio sera el lema de Gronwall:

Lema 3.1. Lema de Gronwall generalizado Sean ¢ > 0 y ¥ > 0 dos funciones
continuas de (a,w) C IR a valores en IR, sea C' > 0 una constante y sea ty € (a,w).
Suponemos que

(32) o(t) <C+

/t:ws)qﬁ(s)ds

para todo t € (o, w),

entonces .
o(t) < C’e’fto Ms)dsl para todo t € (,w). O

Demostracién. Supongamos t > tg, siendo el otro caso, (t < ty), andlogo a éste. Por
otra parte, supongamos C' > 0. Definamos

W(t) = / b(5)6(s)ds.

Entonces

por lo que

V'(t) = d(t)o(t) < ¥(t) (O +/t ¢(S)¢(S)d8) = P(t)(C + V(D).

Luego, dado que C' 4+ ¥(t) > C > 0 tenemos
W' (t)

— 7 < t

C+9(t) — ()

e integrando entre ¢y y ¢ tenemos

In(C + U(t)) — In(C) < /t t (s)ds

de lo que deducimos
C+U(t) < Celo V(518
y por lo tanto
b(t) < Celio V%,
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Si C' = 0 entonces la desigualdad (32) sigue valida si introducimos cualquier € > 0 en el
lugar de C' luego
B(t) < eeli V%

para todo £ > 0 por lo que ¢(t) = 0.
Un razonamiento anédlogo para t < ¢y nos lleva a la conclusién. Q.E.D.

Corolario 3.2. (Lema de Gronwall) Sea ¢ > 0 una funcién continua de (a,w) a

valores en IR. Suponemos que existen dos constantes K1 > 0 y Ko > 0 tales que ¢ verifica

la siguiente desigualdad:
t
/ o(s)ds
to

B(t) < Kpef2lt=0l - para todo t € (a,w). O

o(t) < K1+ Ko ., para todo t € (a,w).

Entonces

Demostraciéon. Aplicamos el lema 3.1 con C' = K; y ¢ = K. Q.E.D.

Proposicién 3.3. Sea f(t, ) una funcién continua en un conjunto abierto D C IR™*
IR™ y lipschitziana con respecto a x:

|f(t,x)— f(t,y)|| < L||z —y|| para todo (t,x) y todo (t,y) de D.
Para (to, xo) y (to,y0) en D sean x(t) e y(t) las soluciones de

() = f(t(x(t),  w(to) = o

y'(t) = Fty(®),  ylto) = yo

en un intervalo I = [ty — a,to + a] entonces se tiene
z(t) — y@®)|| < llzo — ol e X1 para todo t € [ty — a,ty +a]. O
Demostracién. tenemos

x(t) = xo + j;; f(s,x(s))ds, paratodot € [ty — a,ty + al,
y(t) =yo + fti f(s,y(s))ds, paratodot € [ty — a,ty+ al;

y restando

£(t) — y(t) =m0 — yo + / (F(s,2(s)) — F(55(s)))ds,

to
para todo t € [ty — a,to + a).
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Entonces,

() =y < llzo — woll +

t
Nt = sl
to
para todo t € [ty — a,to + a).
Aplicamos el anterior lema de Gronwall con ¢(t) = ||z(t) —y(¢)||, K1 = ||[xo—yol| y K2 = 1.
Q.E.D.

Cuando la variacién de los datos afecta a la propia ecuacion, el lema de Gronwall todavia
nos permite acotar la diferencia dentre las soluciones:

Proposicién 3.4. Sean f(t,z) y g(t,x) dos funciones continuas en un conjunto abierto
D C R"! — IR" tales que f sea lipschitziana con respecto a x con constante L y f — g
es acotada :|f — g| < K.

Entonces si z(t) y y(t) son soluciones de

2'(t) = f(t(z(t)) parat € [a,b]
y'(t) = g(t(y(t)) parat € la,b]

para algin intervalo [a,b] que contiene ty, se tiene:

lz(t) =y < [lx(to) — y(to)| + K(b— a)]e“t’to' para todo t € [a,b]. O



